AM-GM — Cauchy-Schwarz — Jensen

AM-GM. Para cualesquiera reales no negativos a, ..., a, se verifica
ai + “ e + a
et eti2 Z n/al ce Uy
n
La igualdad se da si y solo si a1 = as = --- = ay.

Ejercicios

1. Sean a, b, c reales positivos. Prueba que a® + b% + ¢ > a?b + b%c + c?a

2. Sean a, b, c reales positivos. Prueba que a® +b° 4+ ¢® > a3bc+ b3ca + c3ab > abc(ab + be+ ca)
3. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que a” + b7 + ¢” > a*b? + bv*c3 + cta®

4. Sean a, b, c reales positivos cuya suma es 1. Prueba que % + % + % <3+ 2%

5. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que ‘g—z + g + Z—Z <a+b+c

6. Sean a, b, ¢ reales positivos verificando 1 + 1 +1 = 1. Prueba que (a+1)(b+1)(c+1) > 64

7. Sean a, b, c, d reales positivos cuyo producto es 1. Prueba que a*b+b*c+ctd+d*a > a+b+c+d

8. Sean a, b, ¢ reales positivos verificando a? + b? + ¢ + (a + b + ¢)? < 4 prueba que

ab+1 n bec+1 n ca+1
(a+b)? (b+c)?  (c+a)

Cauchy-Schwarz. Para cualesquiera reales aq,...,a, y b1,...,b, se verifica
(arby + -+ anbp) < (a7 + -+ F+ag)(bi + - +b7)
La igualdad se da si y solo si existe un real r verificando b; = ra; para cada i € {1,...,n}.
Ejercicios

1. Sean a, b, c reales. Prueba que 3(a? + b% + ¢?) > (a + b + ¢)?

2. Sean a, b, ¢ reales no negativos. Prueba /372 + xy++/3y2 + yz + V322 + 20 < 2(z +y+2).

(eI

3. (Desigualdad de Nesbitt) Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que et Cia + 355 2

4. Sean a, b, ¢ reales positivos cuyo producto es 1. Prueba que ag(;ﬂ) + bs(cl+a) + 63(;+b) > %

fp: a b c
5. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que sars T ore T 3era <1

6. Sean a, b, c reales positivos. Prueba que , /a%rb + ’/Wbc + 4/ cia < %

. iyl . a b c d
7. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que e T qd Tara tags 2

[\
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8. Sean ai,...,a, reales positivos. Prueba que Z—; + Z—‘;’ + 2= Z—Y >a1 4+ an

9. Sean a, b, c, d reales positivos verificando a?+b%+c?+d? = 4. Prueba que “—bz + % + %—i—%z >4

Jensen. Sea f : (a,b) — R funcién convexa. Para cualesquiera aq,...,a, € (a,b) se verifica

f(a1)+"'+f(an) >f(a1_|_..._|_an
n B n

)

Ejercicios

1. Sean a,b, ¢, d reales positivos verificando a + b + ¢ + d = 4. Prueba que chc ;—2 >N .a?

2. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que > <

_a 3
cyc 2a?+a+1 4

- a+bt+c
3. Sean a, b, ¢ reales positivos. Prueba que a*b’c® > (%b*c)

4. Sean a, b, ¢ reales positivos verificando a? + b + ¢? = 1. Prueba que

1 1 1 1 1 1
<
a2—|—2+b2—|—2+02—|—2 ~ 6ab + c2 +6bc+a2+60a—|—b2

Ecuaciones Funcionales

1. Hallar todas las funciones f : Z — Z tales que para cualesquiera z,y € Z se verifica

fa+f(y) = flx) -y

2. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que para cualesquiera x,y € R se verifica

fle+ fle+y) =Ff2z)+y

3. Encuentra todas las funciones f : R — R tales que para cualesquiera z,y € R se verifica

f@)fy) + flx+y) =y

4. Encuentra todas las funciones f : N — N tales que para cualquier m € N se verifica

f(f(m)) =m+1

5. Encuentra todas las funciones f : R; — R tales que para cualesquiera z,y € Ry y A € R
con f(A) =1 se verifica

F@0) + S 2) =21 )



Polinomios

Teorema. Sea P un polinomo con coeficientes enteros y a y b enteros distintos. Entonces

(a =b)[(P(a) — P(b))

1. ;Existe algin polinomio de coeficientes enteros verificando P(1000) = 1000 y P(3000) =
40007

2. Sea P polinomio con coeficientes enteros. Desmuestra que si existe un entero k tal que
ninguno de los enteros P(1), P(2),..., P(k) es divisible por k entonces P no tiene raices enteras.

3. En la grafica de un polinomio con coeficientes enteros elegimos dos puntos con coordenadas
enteras. Prueba que si la distancia entre ambos es un entero entonces el segmento que los conecta

es entero.

4. Sea P(z) polinomio de coeficientes enteros. Sea x1,2,...,Z, secuencia de enteros verifi-
cando que P(z1) = x9, P(z2) = z3, ..., P(x,) = z1. Prueba que todos los x;’s son iguales.

5. Sea P(z) polinomio de grado mayor o igual que 1 con coeficientes enteros y sea k entero

positivo. Sea Q(z) = P(P(...(P(P(x)))...)), donde P ocurre k veces. Prueba que Q(x) — x tiene
a lo sumo n raices enteras.

Ordenes — Raices primitivas — Residuos cuadraticos

Sea n un entero cualquiera y p un primo cualquiera. Vamos a trabajar en Z,, y Z,,.

Teorema de Euler. Si a € Z} entonces

a®™ — 1

Teorema de Fermat. Sia € Z; entonces

a1 =1

El orden de a en Z*

~ es el menor entero e tal que a® = 1.

Teorema. Si a € Z! y N entero verificando a” = 1 entonces el orden de a divide a N.
Teorema. Si a,b€ Z, y p=3 mod 4. Si a®?+b> =0 entonces a =0y b=0.

Un elemento primitivo en Z, es un elemento de orden p — 1.

Teorema. Existen elementos primitivos.

Un residuo cuadratico es un elemento de Z, que es el cuadrado de otro elemento.

Teorema. En Z, el —1 es residuo cuadratico si y solosip=2o0p=1 mod 4.
Ejercicios.

1. Encuentra todos los enteros n > 2 verificando n|2™ — 1.



2. Resuelve at! + 110! 4+ 111¢! = 0 en Z.

3. Encuentra la suma de todos los enteros m € {1,...,300} verificando que para cada n > 2
entero si 2013m/|(n™ — 1) etnonces 2013m|(n — 1).

4. ;Cuantas raices primitivas existen en Z,?
5. Encuentra todos los enteros positivos a y n tales que n|((a 4+ 1)" — a™).

6. Determina todos los enteros n tales que n divide a 2771 + 1.



